Nombres réels, suites
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1 Nombres réels

1.1

Déterminer toutes les isométries de R muni de sa distance usuelle.

w5

Dans tout ce qui suit, I = [a, b] est un segment de R, d'intérieur non vide, et f
une fonction continue de I vers R.
\/ a) Montrer que f est bornée sur I. On pourra introduire ¢ = sup{y € I'| fest bornée sur [a,y]}.
Prouver ensuite que f atteint sa borne supérieure sur I.
A) On suppose que f(a)f(b) < 0. Montrer que f s’annule sur I.
En déduire que I'image d’un intervalle par une fonction continue est un inter-
valle. Que dire si f ne s’annule pas?

1.3 ~

On conserve les notations ci-dessus : I, f. Soit Jx, A € A, une famille d’intervalles
ouverts de R recouvrant I (i.e. dont la réunion contient I). Montrer que I'on
peut en extraire une sous-famille finie qui recouvre 1.

1.4

Soit (I,) = (]an,ba[) une suite décroissante d’intervalles ouverts bornés non
vides de R. Montrer que 'intersection des I, est non vide dés qu’aucune des
suites (a,), (bn) n’est stationnaire.

1.5

Etudier la densité de I'ensemble des nombres de la forme /m—/n, (m,n) € N=.

1.6

(un) et (vn) deux suites de nombres réels telles que (i) lim(unt1 = un) = 0; (ii)
limu, = limv, = +00. Montrer que {un — vm | m,n € N} est dense dans R.
En déduire que {sin(log(n))|n € N} est dense dans [-1,1] .



2 Suites réelles : généralités

Vo

Soit (un) une suite bornée de réels strictement positifs tels que lim, =i =1
L suite (uy,) est-elle convergente ?

2.2.

Soit (x,) une suite bornée de nombres réels telle que Vn, 2z, <xn_1+Tn+1-
Montrer que lim(z,41 — 2,) =0 et que la suite (x,,) converge.

2-3 C’- JJ' ~«_ J"y—tJC‘i

]
Soit un = cos(n!7z) . Montrer que la suite converge w Q mais auégf .
pour x = 2e.

2.4\/

Soit (a,) et (b,) deux suites réelles convergentes. Montrer que la suite o, (RN ¥ T
converge.

Suites presque monotones. \/ a) Soit (u,) une suite de nombres complexes,
ct o un permutation de N. Montrer que (un) converge ssi Ug(n) comerge

) Quelles sont les suites réelles (u,) telles qu'il existe une permutation o de N
telle que la suite u4(,) soit monotone & partir d’un certain rang?

3 .Exp et Log

3.1

Soit u, une suite réelle. On suppose qu’il existe un nombre réel q tel que, lorsque
n tend vers +00, 4, =14 £ + o( ). Etudier la suite ul.

n
Application : Etudier la suite u, = ((sm(ﬁnﬂ) + 005(3212)) :

3.2 \/

Soit u = [[;_;(1 + 1/ Z). Etudier le comportement de la suite .

3.3

a) Soit = un réel 1rrat10nnel et N € N*. Montrer qu'il existe des entiers p et ¢
telsque|1—£]< wetl<g<N.

b) Etudier la stute up = cos™(n).




)

d M
3.4 Cercle de valeurs d’adhérence '/
Déterminer I'ensemble des valeurs d’adhérence de [Tj_;(1 + %) \
4 Suites récurrentes @)

4.1

Etudier les suites définies par récurrence par
— Up41 = un""l/un 1‘9

— Upty = 1 + 3 sm(un)

— Unp4l = sin 2uy,.

— Un+1 = (un = 1)2

— Unt1 = %Ui sin(1/un)

4.2

Soit (a,) une suite de réels de [0, 1] tendant vers 0, zo dans [0, 1] et f continue
de [0, 1] dans lui-méme. On définit :

T4l = (1 = an)'cﬂ iy G.nf(-?:n)

\/ ) Montrer que si la série de terme général a, converge, la suite (zn) converge.
b} On suppose que la suite (zn) converge vers | non point fixe de f. Montrer
ue la série de terme général a, converge.
/;1) On suppose f de classe ¢!, avec un unique point fixe [, et que la série de
terme général a,, diverge. Montrer que la suite (vn) converge vers l.
~.d) Montrer que la suite =, est toujours convergente.

4.3 \/

Soient a € [0, 1] et u,, la suite définie par up = a et la relation de récurrence
Upn+1 = u,z,E(l/un).

Montrer que u, est stationnaire, ou converge vers 0.

4.4

Etudier les suites (uy,) et (v,,) définies par la donnée de 0 < up < vp et récurrence
Un4l = (unUn+l)l/2 et Uns1 = (Un + vn)/2-

4.5

On se donne ag et a; strictement positifs. Nature de la suite définie par récurrence
par an2 = log(1+any1)+log(l +ay). On pourra introduire les suite récurrentes
attachées a f(z) = 2log(1 + ).



4.6

Soit u, une suite réelle telle que Un41=5inun tende vers 0. Montrer que u,, tend
vers 0. Méthode suggérée. Montrer que uy, est bornée, introduire Iensemble A
des valeurs d'adhérence de (u,) et prouver que sin(A) = A

4.7

Soit u,, la suite récurrente définie par la donnée de uy > 0 et la relation

u?

Tl
Upp) = :
n+1 n+1
Montrer qu’il existe un réel a > 0 tel que :
U >a=(up) =400 ; wp<a= (u,)~0

Etudier le cas restant ot ug = a.
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